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ПОДГРУППЫ ГРУПП ШЕВАЛЛЕ ТИПОВ Bl И Cl,
СОДЕРЖАЩИЕ ГРУППУ НАД ПОДКОЛЬЦОМ, И
СВЯЗАННЫЕ С НИМИ КОВРЫ
Я. Н. НУЖИН AND А. В. СТЕПАНОВ
Аннотация. Мы продолжаем изучение подгрупп группы Шевалле
GP (Φ, R) над кольцом R с системой корней Φ и решеткой весов P ,
содержащие элементарную подгруппу EP (Φ, K) над подкольцом K
кольца R. Недавно А. Бак и А. В. Степанов рассмотрели случай
симплектической группы (т. е. односвязной группы с системой кор-
ней Φ = Cl) в характеристике 2. В настоящей работе мы переносим
их результат на случай Φ = Bl и на группы с другими решетка-
ми весов. Также как и в работе Я. Н. Нужина про случай, когда R
— алгебраическое расширение несовершенного поля K, а Φ имеет
кратные связи, в описании используются ковровые подгруппы, со-
ответствующие коврам специального вида. Во второй части работы
изучаются разложения Брюа и Гаусса для этих ковровых подгрупп.
Введение
Пусть GP (Φ, ) — групповая схема Шевалле–Демазюра, EP (Φ, ) —
ее элементарная подгруппа, а K ⊆ R — пара колец (все кольца по умол-
чанию являются коммутативными с 1, а все гомоморфизмы сохраняют
единицу). В настоящей работе изучается решетка L подгрупп группы
GP (Φ, R), содержащих группу EP (Φ,K), при условии, что система кор-
ней Φ имеет кратные связи, т. е. Φ = Bl, Cl, F4 или G2.
Для систем корней с простыми связями разумное описание может
быть получено только в случае, когда R квази-алгебраично надK, см. [32,
33]. При этом для алгебраических расширений полей стандартное опи-
сание получено в работе [7], а если R — поле частных кольца главных
идеалов K, то такой же результат доказан в [11] (в этом случае R также
является квази-алгебраическим над K). Для систем корней с кратными
связями ситуация абсолютно другая. В частности, для систем с двой-
ными связями (Φ = Bl, Cl или F4) при условии, что 2 обратима в K,
стандартное описание решетки L получено в работе [34] для любой па-
ры колец.
Работа первого автора (§§ 5-9) выполнена при финансовой поддержке РФФИ (про-
ект №16–01–00707). Исследования второго автора (§§ 2-4) выполнены за счет гранта
Российского научного фонда (проект №17-11-01261).
1
2 Я. Н. НУЖИН AND А. В. СТЕПАНОВ
Чтобы уточнить, что мы понимаем под стандартным описанием ре-
шетки L, рассмотрим решетку L(D,G), состоящую из подгрупп абстракт-
ной группы G, содержащих фиксированную подгруппу D. Подгруппа
F ∈ L(D,G) называется D-полной, если нормальное замыкание DF сов-
падает с F . Сэндвичем решетки L(D,G) называется множество под-
групп, содержащих фиксированную D-полную подгруппу F и лежащих
в ее нормализаторе NG(F ). Будем говорить, что решетка L(D,G) удовле-
творяеттеореме сэндвич-классификации, если она распадается в объеди-
нение сэндвичей (при нашем определении различные сэндвичи не пере-
секаются, так как единственная D-полная подгруппа сэндвича равна DH
для любой подгруппы H данного сэндвича). Именно теорему сэндвич-
классификации вместе с описанием всех D-полных подгрупп мы имеем
ввиду под стандартным описанием решетки промежуточных подгрупп.
В упомянутых выше случаях стандартного описания решетки L сэнд-
вичи параметризовались подкольцами S вR, содержащимиK, а EP (Φ,K)-
полными подгруппами являлись элементарные подгруппы EP (Φ, S). За-
метим, что если S и R являются полями, то нормализатор EP (Φ, S) в
GP (Φ, R) равен произведению GP (Φ, S) на центр группы GP (Φ, R). В
случае, когда структурные константы из коммутационной формулыШе-
валле не обратимы, существуют другие EP (Φ,K)-полные подгруппы.
Обозначим через p = pΦ максимальную кратность ребра в диаграмме
Дынкина системы Φ или, что то же самое, максимальную структурную
константу в коммутационной формуле Шевалле. Другими словами, p =
2 при Φ = Bl, Cl (l > 2), F4, и p = 3 при Φ = G2. Пусть Λ = (Λl,Λs)
— пара аддитивных подгрупп кольца R, удовлетворяющая следующим
условиям:
AP1. pΛs ⊆ Λl ⊆ Λs;
AP2. tpΛl ⊆ Λl для любого t ∈ Λs;
AP3. Λs является подкольцом при Φ 6= Bl;
AP4. Λl является подкольцом при Φ 6= Cl
(при Φ = B2 = C2 ни Λs, ни Λl не должны быть подкольцами). В случаях
Φ = Cl, n > 3 такая пара подгрупп является частным случаем формен-
ного кольца в смысле А. Бака [17]. В общем случае назовем такую пару
подгрупп допустимой парой типа Φ. Аналогичным образом определена
допустимая пара в работах И. Абэ и К. Сузуки [16, 15].
Определим набор подгрупп A = {Aα | α ∈ Φ} равенствами
Aα =
{
Λs, если α короткий корень,
Λl, если α длинный корень.
Оказывается, этот набор подгрупп является элементарным ковром типа
Φ в смысле В. М. Левчука [6]. Для ковра A, построенного по допусти-
мой паре Λ, его элементарная ковровая подгруппа E(Φ,Λ) = E(Φ,A) =
〈xα(Aα) | α ∈ Φ〉 принадлежит решетке L, если K ⊆ Λl, и почти всегда
является E(Φ,K)-полной. Таким образом, если структурные константы
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не обратимы, то появляются новые сэндвичи, соответствующие не под-
кольцам, а допустимым парам.
Доказательству теоремы сэндвич-классификации решетки L при необ-
ратимых структурных константах посвящены работы [9] и [18]. В пер-
вой из них рассмотрен случай алгебраического расширения полей, а во
второй — группа Sp2l над произвольными кольцами K ⊆ R, в кото-
рых 2 = 0. Известно, что в характеристике 2 группы Шевалле типа
Bl и Cl почти одинаковы, в частности, над совершенными полями изо-
морфны. В настоящей работе мы переносим результаты статьи [18] на
все формы групп Шевалле типов Bl и Cl и на группы Стейнберга ти-
па Cl. Это делается при помощи гомоморфизмов G(Cl, R) ⇆ G(Bl, R)
и теоретико-групповых соображений. Для групп типа F4 аналогичный
результат вероятно тоже верен, но это требует отдельной работы по вы-
числению нормализатора элементарной ковровой подгруппы и поэтому
выходит за рамки настоящей работы.
Кроме того, для полей плохой характеристики мы изучаем элемен-
тарные ковровые подгруппы, соответствующие допустимым парам. В
частности, мы доказываем для них разложение Брюа и их простоту.
Работа построена по следующему плану. В § 1 приводятся основные
обозначения, которые используются на протяжении всей статьи. Пара-
граф 2 посвящен теоретико-групповым аспектам теоремы сэндвич-клас-
сификации. В параграфе 3 доказывается существование морфизмов схем
Gsc(Bl, )⇆ Gsc(Bl, ). На основании результатов двух предыдущих па-
раграфов в § 4 теорема сэндвич-классификации переносится с односвяз-
ной группы типа Cl на все группы Шевалле типов Bl и Cl и на группу
Стейнберга типа Cl. В оставшаяся части статьи изучаются группы над
полями. Для удобства читателя в параграфе 5 приводятся известные
утверждения об этих группах, которые используются в дальнейшем. В
разделе 6 формулируется следствие из результатов работы [9] и ставят-
ся вопросы про допустимые пары, которые отрицательно решаются в
§ 7. Кроме того, в § 7 обсуждается вопрос, почему допустимые пары
не возникают между областью главных идеалов и ее полем частных. В
параграфе 8 устанавливается разложение Брюа в ковровой подгруппе,
соответстввющей допустимой паре. Последний раздел статьи посвящен
доказательству простоты такой подгруппы. Это делается с помощью по-
нятия (B,N) пары.
1. Основные обозначения
Некоторые определения и соглашения уже были приведены во введе-
нии, остальные вводятся в настоящем параграфе.
Пусть G – группа, a, b, c ∈ G. Через ab = b−1ab обозначается элемент,
сопряженный с a при помощи b. Коммутатор a−1b−1ab обозначается че-
рез [a, b]. Пусть F и H – подмножества в G. Через 〈F 〉 обозначается
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подгруппа, порожденная F . Через FB обозначается подгруппа в G, по-
рожденная элементами ab по всем a ∈ F и всем b ∈ H. В случае, когда F
является подгруппой, FH – это наименьшая подгруппа в G, содержащая
F и нормализуемая H. Взаимный коммутант [F,H] – это подгруппа в G,
порожденная всеми коммутаторами [a, b], a ∈ F , b ∈ H. Нормализатор
подгруппы H в G обозначается через NG(H).
Для кольца R через R2 обозначается множество квадратов всех эле-
ментов из R. В настоящей работе множество R2 рассматривается в коль-
це R характеристики 2 (т. е. 1 + 1 = 0 в R). В этом случае R2 является
подкольцом.
Пусть Φ – приведенная неприводимая система корней, а GP (Φ, ) –
групповая схема Шевалле–Демазюра типа Φ с решеткой весов P . В том
случае, когда решетка весов не играет роли мы пишем G(Φ, ). Одно-
связная групповая схема (т. е. P = P(Φ) ) обозначается через Gsc(Φ, ).
Пусть R — кольцо. Элементарная подгруппа E(Φ, R) группы Шевалле
G(Φ, R) порождается корневыми подгруппами
Xα(R) = {xα(r) | r ∈ R},
по всем α ∈ Φ. В случае, когда R является полем или, более общо,
полулокальным кольцом, Esc(Φ, R) группы Шевалле Gsc(Φ, R).
1
Для каждого α ∈ Φ схема Xα изоморфна Ga. Изоморфизм Ga → Xα
обозначается символом xα. Таким образом, для любых r, s ∈ R справед-
ливо соотношение
(1.1) xα(r)xα(s) = xα(r + s).
Кроме того, в элементарной подгруппе выполнена коммутационная фор-
мула Шевалле
(1.2) [xα(r), xβ(s)] =
∏
i,j>0, iα+jβ∈Φ
xiα+jβ(Cij,αβr
isj), α 6= ±β ∈ Φ.
Здесь Cij,αβ – ненулевые целые константы, по модулю не превосходящие
3 (будем считать, что Cij,αβ = 0, если iα+jβ /∈ Φ, это позволит не писать
условие iα+ jβ ∈ Φ).
Группа с образующими yα(r), α ∈ Φ, r ∈ R и соотношениями 1.1 и 1.2,
в которых все буквы x заменены на y, называется группой Стейнбер-
га типа Φ над кольцом R и обозначается через St(Φ, R). Ядро эпимор-
физма π : St(Φ, R) → E(Φ, R), посылающего yα(r) в xα(r), обозначает-
ся K2(Φ, R). Кроме систем корней маленького ранга группа Стейнбер-
га центрально замкнута. Гипотетически, во всех этих случаях K2(Φ, R)
лежит в центре St(Φ, R) и, следовательно, является мультипликатором
1В книге Р. Стейнберга [12] группой Шевалле над полем называется элементарная
группа, однако в неодносвязном случае такая группа не будет алгебраической. На-
пример, группа PSLn(F ) является элементарной подгруппой в присоединенной груп-
пе Шевалле типа An−1 над F , но не задается полиномиальными уравнениями, если
поле F бесконечно и не содержит корней n-й степени из любого своего элемента.
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Шура элементарной подгруппы. В настоящий момент эта гипотеза до-
казана для систем корней Al, l > 3 (В. ван дер Каллен [24], Cl, l > 3
(А. Лавренов [25]), E6, E7, E8 (С. Синчук [28]) и Dl, l > 4 (А. Лавре-
нов, С. Синчук [26]). Именно тот факт, что эта гипотеза не доказана для
групп типа Bl, не позволил нам включить в теорему 4.1 группу St(Bl, R).
Назовем элементарным ковром типа Φ над R всякий набор аддитив-
ных подгрупп
A = {Aα | α ∈ Φ}
кольца R с условием
(1.3) Cij,αβA
i
αA
j
β ⊆ Aiα+jβ, при α 6= ±β ∈ Φ, i > 0, j > 0,
где Aiα = {a
i | a ∈ Aα}, а константы Cij,αβ определяются коммутацион-
ной формулой Шевалле
Всякий ковер A типа Φ над R определяет элементарную ковровую
подгруппу
E(Φ,A) = 〈xα(Aα) | α ∈ Φ〉
группы G(Φ, R). В настоящей работе мы работаем только с элементар-
ными коврами и элементарными ковровыми подгруппами, поэтому, до-
пуская вольность речи, будем опускать слово “элементарный”. Ковер A
типа Φ над кольцом R называется замкнутым, если его ковровая под-
группа E(Φ,A) не имеет новых корневых элементов, то есть если
E(Φ,A) ∩ xα(R) = xα(Aα) для любого α ∈ Φ.
В схеме G(Φ, ) зафиксируем макимальный расщепимый тор T и по-
рядок на системе корней. Обозначим через N схемный нормализатор
тора T , а через U – унипотентный радикал стандартной борелевской
подгруппы:
U(K) = 〈xα(P ) | α ∈ Φ
+〉.
В матричном виде можно считать, что T (R)— множество диагональных,
N(R) — мономиальных, а U(R) — верхних унитреугольных матриц, ле-
жащих в G(Φ, R).
Для любого кольца R со связным спектром факторгруппа N(R)/T (R)
равна группе Вейля W = W (Φ) системы Φ. Заметим, что над любым
кольцом R существует прообраз данного элемента w ∈W вN(R), потому
что он существует уже в N(Z).
2. Теорема сэндвич-классификации
В этом параграфе мы развиваем теоретико-групповые методы для
доказательства теоремы сэндвич-классификации. Напомним сначала 2
факта, полученных в работах [13], [14] и [34], см. также [31]. Пусть D
— совершенная подгруппа абстрактной группы G. Очевидно, что для
любой подгруппы H ∈ L(D,G) нормальное замыкание DH совпадает со
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взаимным коммутантом [H,D]. Ясно также, что теорема сэндвич-клас-
сификации для решетки L(D,G) равносильна равенствам [H,D,D] =
[H,D] для всех подгрупп H из этой решетки.
Лемма 2.1 ([13, Лемма 1]). Пусть D — совершенная подгруппа груп-
пы G, нормализующая подгруппу H 6 G. Тогда равенство [H,D,D] =
[H,D] равносильно нормальности группы [H,D,D] в H.
Лемма 2.2 ([14, Предложение 1.9]). Пусть D 6 G, а ϕ : G→ G. Теоре-
ма сэндвич-классификации решетки L(D,G) влечет теорему сэндвич-
классификации решетки L(ϕ(D), G). При этом ϕ(D)-полные подгруппы
в G являются образами D-полных подгрупп группы G, а их нормали-
заторы — образами нормализаторов соответствующих D-полных под-
групп группы G.
Следующие 2 леммы позволяют поднять теорему сэндвич-классифи-
кации в центральное расширение.
Лемма 2.3. Пусть D — совершенная подгруппа в G, подгруппа F —
D-полная подгруппа в G, а π : S ։ G — эпиморфизм с центральным
ядром.
(1) Существует наименьшая подгруппа D˜ 6 S такая, что π(D˜) =
D.
(2) Пусть F˜ — наименьший, а F̂ — любой прообраз группы F под
действием π (так как любая D-полная подгруппа совершенна,
то F˜ существует по первому пункту). Для любых подгрупп D̂
и F̂ группы S таких, что π(D̂) = D, а π(F̂ ) = F имеем [F̂ , F̂ ] =
[D̂, F̂ ] = F˜ . В частности, группа D˜ совершенна, а F˜ является
D˜-полной.
Доказательство. Положим D˜ = [π−1(D), π−1(D)] и F˜ = [π−1(F ), π−1(D)].
Так как D совершенна, а F является D-полной, то π(D˜) = D, а π(F˜ ) =
F . Для любых прообразов D̂ и F̂ групп D и F соответственно, имеем
π−1(D) = D̂Kerϕ и π−1(F ) = F̂ Kerϕ. Отсюда
F˜ = [π−1(F ), π−1(D)] = [F̂ Kerϕ, D̂Kerϕ] = [F̂ , D̂],
так как Kerϕ лежит в центре S. При F = D получим D˜ 6 D̂, а при
D̂ = D˜, что D˜ совершенна. В общем случае ясно, что F̂ содержит D˜,
откуда при D̂ = D˜ следует, что F˜ = [F̂ , D˜] 6 F̂ , так что F˜ , также как
и D˜, является наименьшим прообразом. Наконец, второе утверждение
леммы является общим случаем вынесенной формулы.
Заметим, что F˜ можно определить такой же формулой, что и D˜, т. е.
F˜ = [F̂ , F̂ ]. 
ПОДГРУППЫ ГРУПП ШЕВАЛЛЕ ТИПОВ Bl И Cl 7
Лемма 2.4. В обозначениях предыдущей леммы теоремы сэндвич-клас-
сификации решеток L(D,G) и L(D˜, S) эквивалентны. При этом π ин-
дуцирует биекцию множества D˜-полных подгрупп в S на множество
D-полных подгрупп в G.
Доказательство. Из леммы 2.2 следует, что сэндвич-классификация ре-
шетки L(D˜, S) влечет сэндвич-классификацию решетки L(D,G), при-
чем отображение, индуцированное π, сюръективно. Инъективность это-
го отображения сразу следует из предыдущей леммы, так как в множе-
стве прообразов D-совершенной подгруппы есть только одна (наимень-
шая) D˜-совершенная.
Предположим теперь, что имеет место теорема сэндвич-классифика-
ции решетки L(D,G). Пусть H ∈ L(D˜, S). Тогда π(H) нормализует неко-
торую D-полную подгруппу F . Пусть F˜ — наименьший прообраз группы
F в S. Тогда π([H, D˜]) = [π(H),D] = F . По предыдущей лемме ком-
мутант
[
H, D˜, D˜
]
=
[
[H, D˜], [H, D˜]
]
= F˜ . Следовательно, [H, D˜, D˜] нор-
мально вH, как коммутант нормальной подгруппы. Теперь из леммы 2.1
следует, что [H, D˜] = [H, D˜, D˜] = F˜ , что завершает доказательство. 
Ясно, что если G > E > D, то сэндвич-классификация решетки
L(D,G) влечет сэндвич-классификацию решетки L(D,E). При этом D-
полные подгруппы последней решетки — это просто D-полные подгруп-
пы решетки L(D,G), лежащие в E. Обратное вообще говоря неверно
даже в предположении, что D совершенна, H нормальна в G, а G/H
абелева.2
Однако при некотором дополнительном условии это так. Это утвер-
ждение поможет нам перенести теорему сэндвич-классификации с эле-
ментарной подгруппы на всю группу Шевалле.
Лемма 2.5. Пусть D 6 E⊳G, и решетка L(D,E) удовлетворяет тео-
реме сэндвич-классификации. Предположим, что выполнены следующие
условия.
(1) Группа D порождена объединением конечнопорожденных совер-
шенных подгрупп.
(2) Для любой D-полной подгруппы F 6 E факторгруппа NE(F )/F
квазиразрешима, т. е. является объединением возрастающей це-
почки разрешимых групп.
Тогда решетка L(D,G) удовлетворяет теореме сэндвич-классифика-
ции, причем множества D-полных подгрупп в G и в E совпадают.
2Пусть S — неабелева простая группа, E = S ∗ S, D — нормальное замыкание
одного из свободных сомножителей в E, а G ∼= E⋊Z/2Z — расширение E при помощи
автоморфизма, меняющего местами свободные сомножители. Тогда решетка L(D,E)
состоит из одного сэндвича, DG = E, а DD
G
= D, т. е. L(D,G) не удовлетворяет
теореме сэндвич-классификации.
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Доказательство. Так какD порождена объединением совершенных под-
групп, то она сама является совершенной. Тогда любая D-полная под-
группа F также совершенна, потому что она порождена совершенными
подгруппами Df по всем f ∈ F .
Пусть H 6 G. Так как E нормальна в G, то DH принадлежит решет-
ке L(D,E) и, следовательно, содержится в некотором сэндвиче L(F,N).
Пусть D˜ — совершенная конечнопорожденная подгруппа в D, а h ∈ H.
Тогда подгруппа D˜h является конечнопорожденной и совершенной. По
условию (2) N является объединением возрастающей цепочки подгрупп
Ni, для которых Ni/F разрешимы, в частности, F является наиболь-
шей совершенной подгруппой в Ni. За счет конечной порожденности
D˜h 6 Ni для некоторого индекса i, следовательно, D˜
h 6 F . Так как h —
любой элемент группы H, а D порождена своими конечнопорожденны-
ми совершенными подгруппами, то DH 6 F . Таким образом, для любой
подгруппы H в G группа DH = F является D-полной, что и требовалось
доказать.
Утверждение про множества D-полных подгрупп очевидно. 
Свойства (1) и (2) предыдущей леммы — это внутренние свойства
группы E. С помощью леммы 2.2 легко видеть, что эти свойства со-
храняются при эпиморфизмах. Поэтому теорему сэндвич-класификации
можно распространить с эпиморфного образа группы E на любое ее рас-
ширение.
Следствие 2.6. Пусть D 6 E′ 6 E. Предположим, что для групп
D и E выполнены условия леммы 2.5, решетка L(D,E) удовлетворяет
теореме сэндвич-классификации, а ϕ : E′ → E — эпиморфизм. Тогда
для любой группы G ⊲ E решетка L
(
ϕ(D), G
)
удовлетворяет теореме
сэндвич-классификации, причем ϕ(D)-полные подгруппы этой решетки
являются образами D-полных подгрупп группы E′.
Доказательство. Ясно, что решетка L(D,E′) удовлетворяет тереме сэнд-
вич классификации, множество D-полные подгруппы этой решетки яв-
ляются D-полными подгруппами в E, а NE′(F ) = NE(F ) ∩ E
′. Поэтому
для групп D и E′ также выполнены условия предыдущей леммы.
По лемме 2.2 решетка L
(
ϕ(D), E
)
удовлетворяет теореме сэндвич-
классификации, причем ϕ(D)-полные подгруппы в E являются обра-
зами D-полных подгрупп группы E′, а их нормализаторы — образами
нормализаторов соответствующих D-полных подгрупп группы E′. Оче-
видно, что свойство (1) леммы 2.5, а также свойство квазиразрешимости
наследуется эпиморфными образами. Теперь результат следует из лем-
мы 2.5. 
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3. Исключительный морфизм
В этом параграфе для групповых схем над F2 мы построим морфизмы
из Sp2l = Gsc(Cl, ) в Spin2l+1 = Gsc(Bl, ) и обратно, композиция кото-
рых в любом порядке равна эндоморфизму Фробениуса. На элементар-
ной группе над полями эти морфизмы упоминаются в книге Р. Стейн-
берга [12, теорема 28]. При l = 2 над конечным полем этот морфизм
является ключом к построению группы Сузуки.
Начнем построение с группы Стейнберга. Пусть R — алгебра над по-
лем F2, а Φ 6= G2. В этом случае группа Стейнберга St(Φ, R) задана
образующими yα(r), где α ∈ Φ, а r ∈ R и, соотношениями:
(1) yα(r)yα(s) = yα(r + s);
(2) [yα(r), yβ(s)] = 1, если α+ β /∈ Φ или α ⊥ β;
(3) [yα(r), yβ(s)] = yα+β(±rs), если α, β и α+ β корни одной длины;
(4) [yα(r), yβ(s)] = yα+β(±rs)yα+2β(±rs
2), если α длинный, а β и α+β
— короткие корни.
Для того, чтобы не запутаться, будем обозначать образующие группы
Стейнберга типа Cl через cα(r), а группы Стейнберга типа Bl — через
bα(r). Мы используем стандартное представление систем корней Bl и Cl
в евклидовом пространстве с ортонормированным базисом ei:
Bl = {ei, ei−ej | 1 6 i, j 6 l, i 6= j}, а Cl = {2ei, ei−ej | 1 6 i, j 6 l, i 6= j}.
Зададим отображения ϕ и ψ между множествами образующих групп
St(Cl, R) и St(Bl, R) формулами
ϕ
(
cα(r)
)
=
{
bα/2(r), если α длинный,
bα(r
2), если α короткий;
(3.1)
ψ
(
bα(r)
)
=
{
cα(r), если α длинный,
c2α(r
2), если α короткий.
(3.2)
(теми же буквами будут обозначаться отображения между множествами
образующих групп E(Cl, R) и E(Bl, R) ). Легко проверить, что как ϕ, так
и ψ переводят соотношения в соотношения и, следовательно, продолжа-
ются до гомоморфизмов групп St(Cl, R)
ψ
⇆
ϕ
St(Bl, R).
Напомним, что группа K2(Φ, R) — это ядро естественного отображе-
ния St(Φ, R)→ Gsc(Φ, R), посылающего yα(r) в xα(r). Если F — поле, то
K2(Φ, F ) порождается элементами {r, s} = hα(r)hα(s)hα(rs)
−1 по всем
α ∈ Φ и обратимым элементам r, s ∈ F , где hα(r) = wα(r)wα(−1), а
wα(r) = yα(r)y−α(−r
−1)yα(r), см. например [12, § 6]. В случае Φ 6= Cl
элементы {r, s} являются символами Стейнберга, т. е. удовлетворяют со-
ответствующим соотношениям, при Φ = Cl соотношений между этими
элементами меньше, но для наших целей это не важно. Непосредствен-
ная проверка показывает, что при отображениях ϕ и ψ образующие K2
переходят в K2, поэтому эти отображения индуцируют гомоморфизмы
10 Я. Н. НУЖИН AND А. В. СТЕПАНОВ
групп Gsc(Cl, F ) = Esc(Cl, F ) и Gsc(Bl, F ) = Esc(Bl, F ) друг в друга.
Обозначим эти гомоморфизмы через ϕ¯ и ψ¯ соответственно. Легко ви-
деть, что образы этих гомоморфизмов равны элементарным группам,
соответствующим допустимой паре (F,F 2).
Наша следующая цель — показать, что эти гомоморфизмы являются
регулярными, т. е. индуцированы морфизмами групповых схем, и, следо-
вательно, определены над любым кольцом. Идеологически это следует
из того, что односвязная группа Шевалле является пучкованием своей
элементарной подгруппы, однако формально мы не можем применить
это соображение, потому что ϕ¯ и ψ¯ определены даже не над всеми ло-
кальными кольцами. Идея доказательства состоит в том, что морфизм
аффинных схем однозначно определяется образом общего элемента, а
аффинная алгебра группы Шевалле является областью целостности.
Понятие общего элемента не так часто используется в теории алгеб-
раических групп, поэтому напомним некоторые связанные с этим опре-
деления. Пусть G — произвольная аффинная схема над кольцом K. По
определению, G является функтором из категории K-алгебр в катего-
рию множеств, изоморфным функтору HomK−alg(A, ), где A = K[G]
— аффинная алгебра схемы G. Таким образом, для любой K-алгебры R
элемент h ∈ G(R) соответствует гомоморфизму алгебр A→ R, который
мы будем обозначать через εh. Общий элемент gG аффинной схемы G
— это элемент множества G(A), соответствующий тождественному го-
моморфизму id : A → A. Если G′ — другая схема над K, то морфизм
схем θ : G→ G′ однозначно определяется образом общего элемента gG в
множестве G′(A), или, что то же самое, отображением аффинных алгебр
K[G′] → A. Подробно такой взгляд на аффинные схемы обсуждается в
работе Демазюра—Габриэля [20], см. также книгу [23].
Лемма 3.1. Пусть G и G′ — аффинные групповые схемы над обла-
стью целостности K, а E 6 G групповой подфунктор. Предположим,
что G гладкая и связная, а G(R) = E(R) для любого локального кольца
R. Пусть θ : E → G′ — естественное преобразование сужений функ-
торов E и G′ на полную подкатегорию K-алгебр, являющихся обла-
стями целостности. Тогда существует единственный морфизм схем
θ˜ : G → G′ такой, что для любой области целостности R сужение
θ˜R : G(R)→ G
′(R) на E(R) совпадает с θR.
Доказательство. Пусть A = K[G] — аффинная алгебра схемы G. Так
как G является гладкой и связной, а K — область целостности, то A
также является областью целостности. Обозначим через F ее поле част-
ных. Рассмотрим сужение гомоморфизма θF : E(F ) = G(F ) → G
′(F ) на
группу G(A). Докажем, что образ этого сужения лежит в G′(A). Пусть
p — простой идеал алгебры A. Тогда
θF
(
G(A)
)
6 θF
(
G(Ap)
)
= θF
(
E(Ap)
)
= θAp
(
E(Ap)
)
6 G′(Ap).
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Так как
⋂
p∈SpecA
Ap = A, то образ G(A) под действием θF содержится в
G′(A). В частности, g′ = θF (gG) ∈ G
′(A), где gG ∈ G(A) — общий элемент
схемы G. Теперь для K-алгебры R и элемента h ∈ G(R) положим
θ˜R(h) = G
′(εh)(g
′)
.
Как было сказано выше, элемент g′ однозначно определяет морфизм
схем G→ G′, откуда сразу следует единственнность. Осталось доказать,
что для любой области целостности R сужение θ˜R : G(R) → G
′(R) на
E(R) совпадает с θR. Ясно, что достаточно провести доказательство для
поля R (поля частных любой области целостности). Пусть h ∈ G(R).
Ядро гомоморфизма εh : A→ R является простым идеалом, обозначим
его через p. Обозначим через ε гомоморфизм Ap → R, индуцированный
εh, и рассмотрим диаграмму
G(Ap) =E(Ap)
θAp
−−−−→ G′(Ap)
E(ε)
y yG′(ε)
G(R) =E(R)
θR−−−−→ G′(R)
Так как θ является естественным преобразованием, это диаграмма ком-
мутативна. По определению гомоморфизма ε образ общего элемента gG
под действием ε равен h (мы отождествляем элементы групп G(A) и
G′(A) с их каноническими образами в G(Ap) и G
′(Ap) соответственно).
Поэтому образ gG в G
′(R) равен θR(h). Если же пойти другим путем, то
элемент gG переходит в G
′(ε)(g′) = G′(εh)(g
′) = θ˜R(h). Таким образом,
θ˜R(h) = θR(h), что завершает доказательство. 
Следствие 3.2. Существуют морфизмы групповых схем
Gsc(Cl, )
ϕˆ
−−−−→ Gsc(Bl, )
ψˆ
−−−−→ Gsc(Cl, )
над полем F2, определенные на элементарных корневых унипотентах
по формулам (3.1). Композиция этих морфизмов в любом порядке равна
эндоморфизму Фробениуса.
Уже после написания этого текста А.В.Смоленский в работе [29] за-
дал эти гомоморфизмы явными формулами.
Несмотря на то, что над совершенным полем эти гомомофизмы яв-
ляются изоморфизмами, а над любым редуцированным кольцом — мо-
номорфизмами, как морфизмы групповых схем они являются эпимор-
физмами, но не мономорфизмами. Действительно, ядро каждого из них
— прямое произведение нескольких копий схемы µ2, а образ является
плотным.
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4. Расположение подгрупп
В этом параграфе мы докажем теорему сэндвич-классификации для
решеток L
(
St(Φ,K),St(Φ, R)
)
и L
(
E(Φ,K),G(Φ, R)
)
, где K ⊆ R — F2-
алгебры, Φ = Bl или Cl, а G не обязательно односвязна.
Теорема 4.1. Пусть K ⊆ R — F2-алгебры, Φ = Bl или Cl, а l > 3.
Тогда для любой подгруппы H группы G(Φ, R), содержащей E(Φ,K),
существует единственная допустимая пара Λ типа Φ такая, что
E(Φ,Λ) 6 H 6 NG(Φ,R)
(
E(Φ,Λ)
)
.
Аналогично, для любой подгруппыH 6 St(Cl, R), содержащей St(Cl,K),
существует единственная допустимая пара Λ такая, что
St(Cl,Λ) 6 H 6 NSt(Cl,R)
(
St(Cl,Λ)
)
.
Доказательство. Утверждение теоремы для произвольного подкольца
K кольца R следует из утверждения для K = F2. Поэтому без ограни-
чения общности можно считать, что K = F2.
В случае односвязной группы Шевалле Sp2l с системой корней Cl ре-
зультат получен в работе [18]. Ясно, что он влечет стандартное описание
решетки L
(
Esc(Cl,K),Esc(Cl, R)
)
. По теореме А.Лавренова [25] ядро ка-
нонического гомоморфизма St(Cl, R) → Esc(Cl, R) лежит в центре. По
следствию 4.4 работы [30] группы St(Cl,K) и E( Cl,K) являются совер-
шенными. Поэтому можно применить лемму 2.4 для доказательства вто-
рого утверждения.
Пусть S — R-алгебра, порожденная символами tr по всем r ∈ R
с соотношениями t2r = r. Так как 2 = 0 в R, то возведение в квад-
рат является гомоморфизмом колец, поэтому S2 = R, т е. Λ = (S,R)
является допустимой парой в S типа Cl. Стандартность описания ре-
шетки L
(
Esc(Cl,K),Esc(Cl, S)
)
влечет стандартность описания решетки
L
(
Esc(Cl,K),Esc(Cl,Λ)
)
. Отображение ϕ сюръективно отображает об-
разующие группы Esc(Cl,Λ) в образующие группы Esc(Bl, R). Поэтому
отображение ϕˆS из следствия 3.2 сюръективно отображает Esc(Cl,Λ) на
Esc(Bl, R). Так как K
2 = K, то образ группы Esc(Cl,K) равен Esc(Bl,K).
Для любого кольца R, любой системы корней Φ и любой решетки весов P
каноническое отображение Esc(Φ, R) в EP (Φ, R) сюръективно. Поэтому
в любую элементарную группу EP (Cl, R) и EP (Bl, R) существует эпи-
морфизм из некоторой подгруппы группы ESp2l(Q) = Esc(Cl, Q), содер-
жащей ESp2l(K) = Esc(Cl,K) (где Q = R или Q = S).
Так как по теореме Дж.Таддеи [36] EP (Φ, R) нормальна в GP (Φ, R),
то по следствию 2.6 для доказательства теоремы осталось проверить
условия (1) и (2) леммы 2.5 для групп ESp2l(K) 6 ESp2l(C). Так как
мы считатем, что K = F2, то группа ESp2l(K) конечна и совершенна. С
другой стороны, свойство 2 сразу следует из теоремы 2 работы [18], что
завершает доказательство. 
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5. Предварительные результаты о ковровых группах над
полем
В этом параграфе собраны известные утверждения о ковровых под-
группах над полем, которые мы будем использовать в дальнейшем. Утвер-
ждение следующей леммы впервые появилось в [35] и является частным
случаем теоремы 3 из [6]. В дальнейшем, если не оговорено противное,
F обозначает произвольное поле, а все вычисления происходят в группе
Шевалле G(Φ, F ).
Лемма 5.1. Пусть подгруппа M 6 U(F ) нормализуется T (K) для
некоторого подполяK ⊆ F , причем |K| > 4. Тогда, если xα1(t1) . . . xαk(tk) ∈
M, где α1 < · · · < αk ∈ Φ
+, то каждый сомножитель xαi(ti), i =
1, . . . , k, лежит в M .
Из определений ковровой подгруппы и замкнутого ковра и леммы 5.1
вытекает
Лемма 5.2. Пусть подгруппа M группы G(Φ, F ) нормализуется груп-
пой T (K) для некоторого подполя K поля F , причем |K| > 4. Тогда ее
подгруппа, порожденная пересечениями
M ∩ xα(F ) = xα(Aα), α ∈ Φ,
является ковровой и определяется замкнутым ковром A = {Aα | α ∈
Φ}.
Хорошо известно, что специальная линейная группа степени два SL2(F )
над полем F порождается элементарными трансвекциями
t12(u) =
(
1 u
0 1
)
, t21(u) =
(
1 0
t 1
)
, u ∈ F,
и существует гомоморфизм ϕ группы SL2(F ) на подгруппу 〈Xα,X−α〉, α ∈
Φ, продолжающий отображение t12(u)→ xα(u), t21(u)→ x−α(u).
Лемма 5.3 ([7, лемма 1]). Пусть элемент r поля F алгебраичен над
подполем K ⊆ F и не лежит в K. Положим M = 〈t21(K), t12(rK)〉.
Тогда выполнена одна из альтернатив:
(1) |K| = 2 и M — диэдральная группа;
(2) |K| = 3, r2 = −1, и образ подгруппыM в PSL2(K) изоморфен A5;
(3) M ∩ t21(F ) 6= t21(K).
Для конечного поля K характеристики p лемма 5.3 является част-
ным случаем известной теоремы Л. Диксона при p > 2 [21], [22, теорема
2.8.4], а при p = 2 она — частный случай основной теоремы из рабо-
ты [5] В. М. Левчука, в которой описываются с точностью до равенства
периодические подгруппы группы SL2(F ) над произвольным полем F ,
имеющие неединичные пересечения с верхней и нижней унитреугольны-
ми подгруппами. В случае, когда поле P бесконечно, Е. Л. Башкиров
получил следующее усиление леммы 5.3.
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Лемма 5.4 ([1]). Пусть элемент r поля F алгебраичен над бесконеч-
ным подполем K ⊆ F и не лежит в K, а если характеристика поля
F равна 2, то r также и сепарабелен над K. Тогда 〈t21(K), t12(rK)〉 =
SL2
(
K(r)
)
.
Модификация доказательства леммы 5.4 в случае, когда либо charK >
2, либо charK = 2 и поле K совершенно, представлена в приложении
А. Е. Залесского к работе Ф. Г. Тиммесфельда [37].
Будем говорить, что корни α, β ∈ Φ коммутируют, если α + β /∈ Φ.
Следующая лемма является частным случаем леммы 2 из [7].
Лемма 5.5. Пусть ∆ — непустое подмножество из Φ+. Тогда суще-
ствуют корни α ∈ Φ+ и β ∈ ∆ такие, что корень α коммутирует со
всеми корнями множества ∆ и скалярное произведение (α, β) отлично
от нуля.
В работах первого автора [7, 9, 8] леммы 5.1-5.3 и 5.5 являлись клю-
чевыми при описании групп, лежащих между группами лиева типа над
различными полями, в случае, когда большее поле есть алгебраическое
расширение меньшего. Далее нам потребуются два особых аналога лем-
мы 5.5 для типов Bl и Cl соответственно.
Лемма 5.6. Пусть ∆ — непустое подмножество из Φ+ типа Bl (l >
2). Тогда существуют длинный корень α ∈ Φ+ и корень β ∈ ∆ такие,
что корень α коммутирует со всеми корнями множества ∆ и (α, β) 6=
0.
Доказательство. Корень максимальной высоты α из Φ+ коммутирует
со всеми корнями из Φ+ и является длинным корнем. В этом случае в
качестве корня β можно взять α. Следовательно, лемму достаточно про-
верить для множества ∆ = Φ⊥α ∩ Φ
+, где Φ⊥α = {γ ∈ Φ | (γ, α) = 0}. Для
любого длинного корня α множество Φ⊥α является прямой суммой си-
стемы корней ранга 1, состоящей из длинных корней, и системы корней
типа Bn−2, где n — ранг системы Φ. Это легко понять в случае, когда α —
крайний длинный корень в графе Кокстера. Для данной прямой суммы
лемма редуцируется к неприводимым слагаемым, а для одноэлемент-
ных множеств ∆ лемма очевидна, поэтому индукция по рангу системы
Φ завершает доказательство леммы. 
Лемма 5.7. Пусть ∆ — непустое подмножество из Φ+ типа Cl (l >
2). Тогда существуют короткий корень α ∈ Φ+ и корень β ∈ ∆ такие,
что корневая подгруппа Xα группы Шевалле G(Φ, F ) над полем F ха-
рактеристики 2 перестановочна со всеми корневыми подгруппами Xγ ,
γ ∈ ∆, и (α, β) 6= 0.
Доказательство. Пусть α — короткий корень максимальной высоты из
Φ+. Тогда корневая подгруппа Xα группы Шевалле G(Φ, F ) над полем
F характеристики 2 перестановочна со всеми корневыми подгруппами
Xγ , γ ∈ Φ
+. С этого места доказательство такое же как и для леммы 5.5,
нужно лишь слово “длинный” заменить на слово “короткий”. 
ПОДГРУППЫ ГРУПП ШЕВАЛЛЕ ТИПОВ Bl И Cl 15
6. Группы, лежащие между группами Шевалле типа Bl, Cl,
F4, G2
Суммируя теоремы 3.1 и 4.1 из [9], получаем следующий результат.
Предложение 6.1. Пусть F — алгебраическое расширение поля K ха-
рактеристики p, а M — группа, лежащая между группами Шевалле
G(Φ,K) и G(Φ, F ) типа Φ = Bl, Cl (l > 2), F4, G2. Пусть p = 2 при
Φ = Bl, Cl, F4 и p = 3 при Φ = G2. Тогда M является произведением
ковровой подгруппы E(Φ,A) на некоторую диагональную подгруппу HM ,
нормализующую E(Φ,A). Ковер A = {Aα | α ∈ Φ} является замкнутым
и определяется равенствами
Aα =
{
P, если α — короткий корень,
Q, если α — длинный корень.
для некоторых аддитивных подгрупп P и Q поля F с условиями
(6.1) K ⊆ P p ⊆ Q ⊆ P ⊆ F.
Более того, в зависимости от типа группы Шевалле G(Φ, F ) справед-
ливы следующие уточнения для аддитивных подгрупп P и Q поля F и
диагональной подгруппы HM :
(а) если Φ = Bl и l > 3, то Q — поле;
(b) если Φ = Cl и l > 3, то P — поле;
(c) если Φ = F4, G2, то обе аддитивные подгруппы P и Q являются
полями и HM — единичная подгруппа.
Для групп типа Bl и Cl при l > 3 это предложение уточняет теоре-
му 4.1 для случая полей. В [9] говорится, что над полями характеристики
2 группы Шевалле типа Bl и Cl изоморфны и поэтому там рассматрива-
ется только тип Bl. На самом деле, как показано в параграфе 3, исклю-
чительный морфизм существует, но является изоморфизмом только над
совершенными полями характеристики 2. Однако, доказательство для
типа Bl годится и для типа Cl. Отличие лишь в том, что в результате
для типа Bl (l > 3) меньшая аддитивная подгруппа Q является полем,
а для типа Cl (l > 3) полем является большая подгруппа P .
Ниже, в разделе 7, дается отрицательные ответ на следующий вопрос
из [9, стр. 160].
Задача 6.2. Являются ли в случае Φ = Bl, Cl аддитивные подгруппы
P и Q из предложения 6.1 полями?
Включения (6.1) легко следуют из условий ковровости (1.3) для набо-
ра A из предложения 6.1, но в обратную сторону это верно только для
типов F4 и G2. Действительно, для типа F4 в данном случае нетриви-
альные условия ковровости состоят только из двух включений PQ ⊆ P
и P 2Q ⊆ Q, которые следуют из (6.1), так как P и Q являются полями.
По этой же причине все нетривиальные условия ковровости PQ ⊆ P ,
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P 2Q ⊆ P , P 3Q ⊆ Q, P 3Q2 ⊆ Q, QQ ⊆ Q, 2PP ⊆ P для набора A
типа G2 также следуют из (6.1). В разделе 3 приводятся примеры пар
аддитивных подгрупп P и Q несовершенного поля характеристики 2 с
условиями (6.1), которые не определяют ковры типа Bl и Cl, а именно,
дается отрицательный ответ на следующий вопрос.
Задача 6.3. Пусть F — алгебраическое расширение несовершенного по-
ля K характеристики 2, P и Q — аддитивные подгруппы поля F , яв-
ляющиеся K-модулями, причем одна из аддитивных подгрупп либо P ,
либо Q является полем. Следуют ли включения PQ ⊆ P и P 2Q ⊆ Q из
включений K ⊆ P 2 ⊆ Q ⊆ P ⊆ F?
Для аддитивной подгруппы A поля F положим по определению
A−1 = {0} ∪ {r−1 | 0 6= r ∈ A}.
Далее нам потребуется следующее утверждение, которое установлено в
[7, стр. 535] в ходе доказательстве основной теоремы. Оно следует из
алгебраичности расширения F/K и условий ковровости, например, для
типа B2 — из условий PQ ⊆ P и P
2Q ⊆ Q.
Лемма 6.4 (см. [7]). Пусть p, K, F , P , Q и Φ такие же, как в предло-
жении 6.1. Тогда для любого r ∈ P r {0} (соответственно r ∈ Qr {0})
кольцо K[r] (соответственно Kp[r]) лежит в P (соответственно в
Q). В частности, P = P−1 и Q = Q−1.
Промежуточные подгруппы скрученных групп Шевалле над несовер-
шенными полями исключительных характеристик описаны в [8].
7. Примеры, связанные с допустимыми парами
В начале параграфа мы строим контрпримеры к задачам 6.2 и 6.3.
Для этого достаточно определить поля K ⊆ F следующим образом.
Пусть n — натуральное число больше единицы и x1, . . . , xn — незави-
симые коммутативные переменные, то есть трансцендентные элементы
над полем из двух элементов F2. Рассмотрим поле рациональных функ-
ций F = F2(x1, . . . , xn) и его подполе K = F2(x
2
1, . . . , x
2
n), порожденное
квадратами этих переменных. Очевидно, что F — алгебраическое рас-
ширение степени 2n поля K и в качестве базиса линейного пространства
F над K можно взять множество мономов{
xi1 . . . xim | i1 < · · · < im, {i1, · · · , im} ⊆ {1, . . . , n}
}
.
Предложение 7.1. Пусть Φ = Bl, Cl, l > 2. Существуют поля K ⊆ F
характеристики 2 и допустимая пара (P,Q) типа Φ такие, что K ⊆
Q ⊆ P ⊆ F и:
(1) если Φ = Bl, l > 3, то P не является полем;
(2) если Φ = Cl, l > 3, то Q не является полем;
(3) если Φ = B2 = C2, то ни P , ни Q не является полем.
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Доказательство. Тип Bl, l > 3. Пусть Q = K, а P есть K-модуль с
базисом {1, x1, x2}. Следующие свойства проверяются непосредственно:
1) PQ ⊆ P ; 2) P 2Q ⊆ Q; 3) dimK P = 3 и, следовательно, аддитивная
подгруппа P не является полем, так как 3 не делит 2n.
Тип Cl, l > 3. Пусть P = F , а Q есть K-модуль с базисом {1, x1, x2}.
Свойства 1)-3) из предыдущего пункта выполняются и в этом случае,
только в свойстве 3) нужно заменить P на Q. Далее доказательство
повторяет доказательство для типа Bl.
Тип B2 = C2. Пусть в этом случае n > 4. Аддитивные подгруппы P
и Q поля F определим следующим образом. Пусть P есть K-модуль с
базисом
{1, x1, x2, x3, x4, x1x2, x1x3, x1x4, x2x3, x2x4, x1x2x3, x1x2x4},
аQ естьK-модуль с базисом {1, x1, x2}. Следующие свойства проверяют-
ся непосредственно: 1) PQ ⊆ P ; 2) P 2Q ⊆ Q; 3) dimK P = 12, dimK Q = 3
и, следовательно, обе аддитивные подгруппы P и Q не являются полями,
так как 3 и 12 не делят 2n. 
Ковер, соответствующий допустимой паре из предыдущего предложе-
ния (см. формулы во введении), дает отрицательный ответ на вопрос 6.2.
Следующее утверждение дает отрицательный ответ на вопрос 6.3.
Предложение 7.2. Существуют поля K ⊆ F характеристики 2 и K-
подмодули P,Q в F такие, что K ⊆ P 2 ⊆ Q ⊆ P ⊆ F , модуль P (соотв.
Q) является полем, но одно из включений PQ ⊆ P или P 2Q ⊆ Q не
выполнено, т. е. пара (P,Q) не является допустимой парой типа Bl
или Cl.
Доказательство. Определим аддитивные подгруппы P и Q поля F как
K-модули с базисами {1, x1, x2, } и {1, x1} соответственно. Заметим, что
Q является полем. Подгруппы P и Q удовлетворяют условиям предло-
жения, однако x1x2 /∈ P и, следовательно, PQ /∈ P .
Для того, чтобы доказать утверждение в случае, когда P — поле,
уменьшим поле K до K = F2(x
4
1, . . . , x
4
n). Определим аддитивные под-
группы P и Q поля F как K-модули следующим образом. Положим
P = F , а Q = P 2 + Kx1 + Kx2. Очевидно, x
3
1 ∈ P
2Q. Но x31 /∈ Q. Дей-
ствительно, если x31 ∈ Q, то x
3
1 = r + sx1 + tx2, где r ∈ P
2, s, t ∈ K.
Отсюда 0 = r + (s − x21)x1 + tx2 и все коэффициенты r, s − x
2
1, t лежат
поле P 2. Элементы 1, x1, x2 линейно независимы над полем P
2. Поэтому
s− x21 = 0, но x
2
1 /∈ K. Противоречие. Следовательно, P
2Q /∈ Q. 
В [11] описаны подгруппы, лежащие между группамиШеваллеG(Φ, R)
и G(Φ, F ) любого типа Φ над полем частных F кольца главных идеалов
R. Причем в этом случае оказалось, что любая такая подгруппа совпа-
дает с G(Φ, P ) для промежуточного подкольца P , R ⊆ P ⊆ F . Почему в
данном случае не возникают допустимые пары? Следующее предложе-
ние дает ответ на этот вопрос.
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P — подкольцо
Предложение 7.3. Пусть F — поле частных кольца главных идеалов
R, а Q ⊆ P – пара аддитвных подгрупп в F , содержащих R. Если P
является R-модулем, а PmQ ⊆ Q для некоторого натурального числа
m, то P = Q.
Для допустимой пары (P,Q) любого типа такой, что R ⊆ Q, имеет
место равенство P = Q, и P является подкольцом в F .
Доказательство. Пусть r, s ∈ R и rs ∈ P . Не умаляя общности можно
считать, что r, s — взаимно просты. Тогда существуют u, v ∈ R такие,
что ur + vs = 1. Так как P является R-модулем и содержит R, то 1s =
u rs + v ∈ P . Произведение rs
m−1 лежит в R ⊆ Q и PmQ ⊆ Q, поэтому
r
s = (
1
s )
m(rsm−1) ∈ Q. Таким образом, P ⊆ Q и, следовательно, P = Q.
Второе утверждение следует из первого и определения допустимой
пары, приведенного во введении. 
Для скрученных групп Шевалле типа 2A2n+1,
2Dn,
2E6,
3D4 над полем
частных F кольца главных идеалов R промежуточные подгруппы были
описаны в [27] с некоторыми ограничениями на мощность мультиплика-
тивной группы кольца R.
8. Разложение Брюа
В следующей теореме доказано приведенное разложение Брюа в ков-
ровой подгруппе для ковра, построенного по допустимой паре. Для эле-
мента w ∈ W (Φ) и ковра A типа Φ положим Φ+w = Φ
+ ∩ w−1(−Φ+) и
Uw(A) = 〈xα(Aα) | α ∈ Φ
+
w〉.
Теорема 8.1. Пусть E(Φ,A) — ковровая подгруппа, лежащая между
группами Шевалле G(Φ,K) и G(Φ, F ) типа Φ = Bl, Cl, F4, G2
(l > 2), где F — алгебраическое расширение несовершенного поля K
характеристики p = 2 при Φ = Bl, Cl, F4 и p = 3 при Φ = G2. Для
каждого w ∈ W выберем элемент nw, представляющий w в N(A).
Тогда любой элемент g ∈ E(Φ,A) имеет единственное представление
в виде g = uhnwv, где u ∈ U(A), h ∈ T (A), w ∈ W , v ∈ Uw(A).
В частности, ковер A является замкнутым, то есть ковровая
подгруппа E(Φ,A) не содержит новых корневых элементов.
Доказательство. В силу предложения 6.1 ковер A определяется парой
аддитивных подгрупп P и Q поля F . Пусть U(P,Q) = U(F ) ∩ E(Φ,A) и
V (P,Q) = V (F )∩E(Φ,A). Ясно, что U(P,Q) и V (P,Q) являются ковро-
выми подгруппами.
Пусть g ∈ E(Φ,A). Тогда g = uhvn, где u ∈ U(F ), v ∈ V (F ), h ∈ T (F ),
n ∈ N±, n−1vn ∈ U(F ) в силу канонического разложения элементов в
группе G(Φ, F ). Так как N± 6 E(Φ,A), то uhv ∈ E(Φ,A).
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В силу ковровости подгруппы U(P,Q) каждый элемент u ∈ U(F ) мо-
жет быть записан в виде
u′aαk . . . aα1 , αk > · · · > α1, aαi ∈ Xαi(F )/Xαi (Aαi), i = 1, . . . , k,
где u′ ∈ U(P,Q), k > 0, а если k = 0, то u = u′, и упорядочение корней
согласовано с их высотой. Это легко выводится из условия ковровости
индукцией по высоте корней, см. также лемму 3 из [10], которая именно
это и утверждает. Аналогично каждый элемент v ∈ V (F ) может быть
записан в виде
aβ1 . . . aβmv
′, β1 > · · · > βm, aβi ∈ Xβi(F )/Xβi(Aβi), i = 1, 2, . . . ,m,
где v′ ∈ V (P,Q), причем n−1v′n ∈ U(P,Q), m > 0, а если m = 0, то
v = v′. Так как u′, v′ ∈ E(Φ,A), то в E(Φ,A) лежит элемент
aαk . . . aα1haβ1 . . . aβm , αk > · · · > α1 > 0 > β1 > · · · > βm.
Предположим, что k+m > 0. В силу лемм 5.5-5.7 существует корень α ∈
Φ− такой, что корневая подгруппа Xα коммутирует со всеми корневыми
подгруппами Xβi при i = 1, . . . ,m и c X−αi , i = 1, . . . , k. При этом корень
α не ортогонален одному из корней βi и −αi, скажем, корню −αj, 1 6
j 6 k. Более того, не теряя общности, можно считать, что (α,αi) = 0
для всех αi < αj , i = 1, . . . , k. Пусть hxα(1)h
−1 = xα(r). Положим
y = aαk . . . aα1 , z = aβ1 . . . aβm .
Тогда yhz ∈ E(Φ,A) и
(yhz)xα(Aα)(yhz)
−1 = yxα(rAα)y
−1.
С другой стороны, в силу выбора корня α мы имеем
x−α(A−α) = x−α(Aα) = yx−α(Aα)y
−1.
Далее доказательство разбивается на два случая: 1) Φ 6= B2 = C2; 2)
Φ = B2 = C2.
1) Пусть Φ 6= B2 = C2. Тогда в силу лемм 5.5-5.7 и пунктов а)-в)
предложения 6.1 аддитивная подгруппа Aα является полем. Поэтому по
лемме 5.3 либо G(Φ, F )∩X−α 6= x−α(Aα), либо r ∈ Aα. Первый подслучай
невозможен. Во втором подслучае
〈yx−α(Aα)y
−1, yxα(Aα)y
−1〉 6 E(Φ,A).
В частности, yHα(Aα)y
−1 6 E(Φ,A), где Hα(Aα) = {hα(t) | t ∈ Aα/{0}}.
Подгруппа Hα(Aα) лежит в E(Φ,A) в силу выбора корня α (в действи-
тельности, по лемме 6.4 это верно для любого корня α) и поле Aα беско-
нечно, поэтому в силу леммы 5.1 корневой элемент aαj лежит в E(Φ,A).
Противоречие.
2) Пусть Φ = B2 = C2. В этом случае в силу примера из параграфа
3 обе аддитивные подгруппы P и Q могут не быть полями, а в силу
лемм 5.6 и 5.7 в качестве корня α можно взять как длинный, так и
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короткий корень. Пусть α = −2γ − δ в обозначениях п. 1), где {γ, δ} —
фундаментальная система корней типа B2. Тогда
(8.1) (yhz)x−2γ−δ(Q)(yhz)
−1 = yx−2γ−δ(rQ)y
−1,
где hx−2γ−δ(1)h
−1 = x−2γ−δ(r). С другой стороны, поскольку в этом слу-
чае корневые подгруппы X2γ+δ , Xγ+δ лежат в центре подгруппы U(F ),
то
(8.2) x2γ+δ(Q) = yx2γ+δ(Q)y
−1,
(8.3) xγ+δ(Q) = yxγ+δ(Q)y
−1.
Коммутируя элементы вида (8.1) и (8.3), получаем
(8.4) yx−γ(r)xδ(r)y
−1.
Сейчас коммутируя элементы вида (8.2) и (8.4), получаем
(8.5) yxγ+δ(r)xδ(r
2)y−1.
В силу леммы 5.1 из (8.5) следует включение xδ(r
2) ∈ E(Φ,A). Поэтому,
если r2 /∈ Q, то мы приходим к противоречию с равенством E(Φ,A) ∩
Xδ = xδ(Q).
Пусть r2 ∈ Q, но r /∈ Q. По лемме 6.4 Q−1 = Q. Поэтому последнее
включение эквивалентно равенству qr2 = 1 для некоторого ненулевого
q ∈ Q. Более того, q 6= 1, так как r = 1 при q = 1, и в этом случае как и
выше получаем включение aαj ∈ E(Φ,A), приводящее к противоречию.
Далее, для любых qi ∈ Q в подгруппе 〈x2γ+δ(Q), x−2γ−δ(rQ)〉 лежит
образ матрицы
a =
(
1 q4r
0 1
)(
1 0
q3 1
)(
1 q2r
0 1
)(
1 0
q1 1
)
=(
1 + (q1q2 + (q1 + q3)q4)r + q1q2q3q4r
2 ∗
(q1 + q3) + q1q2q3r ∗
)
при гомоморфизме ϕ группы SL2(F ) на подгруппу 〈X2γ+δ ,X−2γ−δ〉, ко-
торый продолжает отображение t12(u) → x−2γ−δ(u), t21(u) → x2γ+δ(u).
Пусть q1 + q3 = 1, q2 = q
−1
1 , q4 = 1. Тогда
a =
(
1 + (q1 + 1)r
2 ∗
1 + (q1 + 1)r ∗
)
.
Очевидно, (q1+1) 6= 0, 1 при q1 6= 0, 1. Поскольку qr
2 = 1, при (q1+1) = q
имеем
a =
(
0 (1 + qr)−1
1 + qr ∗
)
=
(
0 (1 + qr)−1
1 + qr 0
)(
1 ∗
0 1
)
.
Пусть ϕ(a) = z. Тогда
(8.6) yzx−2γ−δ(rQ)z
−1y−1 = yx2γ+δ((1 + qr)
2rQ)y−1
= x2γ+δ((1 + qr)
2rQ) ⊆ E(Φ,A).
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Учитывая, что qr2 = 1, получаем
(1+qr)2r = (1+q2r2)r = (1+q)r = (1+r−2)r = r+r−1 =
r2 + 1
r
=
q−1 + 1
r
.
Поскольку 0, 1 6= q ∈ Q, то 0 6= q−1 + 1 ∈ Q в силу равенства Q = Q−1.
Поэтому из включения (8.6) получаем r−1 ∈ Q, а следовательно, и r ∈ Q.
Противоречие. 
Замечание 8.2. В работе [9, стр.159] в доказательстве теоремы для ти-
па Bl говорится, что включение сомножителей произведения uhvn из
промежуточной подгруппы M в подгруппу M устанавливается также
как и в работе [7]. Однако, в [7] все аддитивные подгруппы Aα, опре-
деляемые равенствами M ∩ xα(F ) = xα(Aα), α ∈ Φ, совпадают с фик-
сированным промежуточным подполем основного поля F . Приведенное
выше доказательство теоремы 8.1 попутно восполняет этот пробел (ко-
гда хотя бы одна из аддитивных подгрупп Aα не является полем).
9. Промежуточные подгруппы как группы с (B,N) парой
Подгруппы B и N произвольной группы G называют (B,N)-парой,
если выполняются следующие аксиомы.
BN1. Подгруппы B и N порождают G.
BN2. B ∩N EN .
BN3. Фактор-группа W = N/B ∩ N порождается инволюциями wi,
i ∈ I.
BN4. Для любого прообраза ni ∈ N элемента wi при естественном го-
моморфизме N на W имеем
BniB ·BnB ⊆ BninB ∪BnB, n ∈ N.
BN5. Если ni — элемент из аксиомы BN4), то niBni 6= B.
В другой терминологии при S = {wi | i ∈ I} четверка (G,B,N, S)
называется системой Титса [2, стр. 26]).
(B,N)-пара называется расщепляемой, если B = U(B ∩ N), где U —
нормальная нильпотентная подгруппа группы B, см. [3, стр. 149]. (B,N)-
пара называется насыщенной, если
⋂
n∈N
Bn = B ∩N , см. [2, стр. 58]).
Хорошо известно, что группа Шевалле G(Φ, F ) над полем F обладает
расщепляемой насыщенной (B,N)-парой. В качестве подгруппы B мож-
но взять B(F ) = U(F )T (F ), а в качестве N — N(F ). Отметим, что пара(
B(F ), N(K)
)
также является (B,N)-парой группы G(Φ, F ) для любого
подполя K поля F , но является насыщенной только при K = F .
Теорема 9.1. Пусть E(Φ,A) — ковровая подгруппа, лежащая между
группами Шевалле G(Φ,K) и G(Φ, F ) типа Φ = Bl, Cl (l > 2),
F4, G2, где F — алгебраическое расширение несовершенного поля K
характеристики p = 2 при Φ = Bl, Cl, F4 и p = 3 при Φ = G2.
Тогда группа E(Φ,A) является простой и обладает расщепляемой
насыщенной (B,N)-парой.
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Доказательство. В силу предложения 6.1 подгруппа E(Φ,A) парамет-
ризуется двумя полями P и Q с условиями K ⊆ P p ⊆ Q ⊆ P ⊆ F . Пусть
Y (P,Q) = Y (F ) ∩ E(Φ,A), если Y есть U , V , B, N или H.
Покажем, что
(
B(P,Q), N(P,Q)
)
является искомой (B,N)-парой. Мо-
номиальная подгруппа N(K) по определению лежит в группе E(Φ,A) и
действует сопряжениями транзитивно на ее корневых подгруппах xα(Aα),
α ∈ Φ. Поэтому аксиомы BN1) и BN5) выполняются. Справедливость
аксиом BN2), BN3), а также тот факт, что пара (B(P,Q), N(P,Q)) явля-
ется расщепляемой и насыщенной легко следуют из определения групп
B(P,Q), N(P,Q) и T (P,Q). Приведенное в [19, стр. 106] доказательство
выполнимости аксиомы BN4) для всей группы Шевалле G(Φ, F ) прохо-
дит и в нашем случае с очевидными изменениями и мы его опускаем.
Установим простоту группы E(Φ,A). Известно (см., например, [19, стр.
170]), что группа G с (B,N)-парой является простой, если выполняются
следующие условия:
(а) G = G′,
(b) B разрешима,
(c)
⋂
g∈G
gBg−1 = 1,
(d) множество I не может быть разбито на два непустых дополняю-
щих друг друга подмножества J, J ′ так, чтобы wj было переста-
новочно с wk для всех j ∈ J , k ∈ J
′.
Группа E(Φ,A) порождается своими корневыми подгруппами xα(Aα),
α ∈ Φ и
[xα(Aα), T (P,Q)] = xα(Aα).
Поэтому группа E(Φ,A) совпадает со своим коммутантом. Очевидно,
группа B(P,Q) разрешима. Равенство⋂
g∈E(Φ,A)
gB(P,Q)g−1 = 1
устанавливается также как и для всей группы Шевалле G(Φ, F ) [19,
стр. 172]. Наконец, фактор-группа N(P,Q)/T (P,Q) изоморфна группе
Вейля системы Φ. Таким образом, для (B,N)-пары
(
B(P,Q), N(P,Q)
)
выполняются условия a)-d) и, следовательно, группа E(Φ,A) является
простой. 
Группы E(Φ,A) из теоремы 9.1 представляют интерес в связи со сле-
дующей проблемой А. В. Боровика, см. [4].
Задача 9.2. Описать бесконечные группы с расщепляемой насыщенной
(B,N)-парой.
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